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Angulos en la circunferencia

La circunferencia es una linea curva, cerrada y plana, cuyos puntos estan todos a la misma distancia de otro punto, llamado centro. Los &ngulos de la circunferencia se clasifican en tres grandes bloques: Angulos interiores, cuyo vértice est4 dentro de la circunferencia. En ellos podemos cabe destacar el siguiente caso: Angulo central, cuyo vértice esta
en el centro de la circunferencia. Angulos periféricos, cuyo vértice es un punto de la circunferencia. Entre ellos caben destacar: Angulo inscrito, que es aquel cuyo vértice esté en la circunferencia y los lados son cuerdas. Angulo semiinscrito, que es aquel cuyo vértice esté en la circunferencia y tiene por lados una cuerda y una recta tangente a la
circunferencia. Angulos exteriores, cuyo vértice es un punto que esta fuera de la circunferencia. EJEMPLO: EJERCICIOS: 1 Angulo central El 4&ngulo central tiene su vértice en el centro de la circunferencia y sus lados son dos radios. La medida de un arco es la de su 4ngulo central correspondiente. 2 Angulo inscrito El 4ngulo inscrito tiene su vértice
estd en la circunferencia y sus lados son secantes a ella. Mide la mitad del arco que abarca. 3 Angulo semi-inscrito El vértice de d&ngulo semi-inscrito esté en la circunferencia, un lado secante y el otro tangente a ella. Mide la mitad del arco que abarca. 4 Angulo interior Su vértice es interior a la circunferencia y sus lados secantes a ella. Mide la mitad
de la suma de las medidas de los arcos que abarcan sus lados y las prolongaciones de sus lados. 5 Angulo exterior Su vértice es un punto exterior a la circunferencia y los lados de sus dngulos son secantes a ella Su vértice es un punto exterior a la circunferencia y los lados de sus dngulos son uno tangente y otro secante a ella Su vértice es un punto
exterior a la circunferencia y los lados de sus dngulos son tangentes a ella 6 Angulo ex-inscrito El dngulo ex-inscrito tiene su vértice estd en la circunferencia y es el &ngulo suplementario al &ngulo inscrito. Mide la mitad del arco que no abarca el angulo inscrito. Dibujando lineas que estén dentro de una circunferencia o que tengan relacién con ella
podemos definir distintos tipos de dngulos , como se aprecia en la figura abajo: Donde: 6 (delta) = dngulo inscrito (71,479), con el vértice sobre la circunferencia y con lados que son cuerdas de la misma. « (alfa) = dngulo semiinscrito (41,682), cuyo vértice esta en la circunferencia y tiene un lado que es tangente en dicho vértice y el otro que es una
cuerda. y (gama) = angulo central o del centro (45,429), con el vértice en el centro de la circunferencia y con sus lados coincidentes con radios . p (beta) = dngulo interior (47,39), con sus lados que son cuerdas de la circunferencia y con el vértice situado en el interior de la misma. A continuacién veremos algunas caracteristicas de estos angulos y
analizaremos ciertas relaciones entre ellos. Angulo inscrito en la circunferencia El &ngulo inscrito en una circunferencia es aquel que tiene su vértice sobre la circunferencia y cuyos lados son dos cuerdas de la misma (si las cuerdas se prolongan, diremos que son dos rectas secantes ). En la figura abajo, vemos varios angulos inscritos que abarcan o
subtienden el arco FD . Todos miden lo mismo (71,472), por ello, podemos afirmar que “los dngulos inscritos que abarcan el mismo arco son iguales” . En nuestro ejemplo, son iguales los angulos de vértices B, A, G, H. También debemos recordar que un angulo inscrito vale la mitad del arco que abarca . El dngulo se expresa en grados. El valor de un
arco se expresa en grados y coincide con el valor del 4&ngulo del centro correspondiente. Cuando el arco comprendido entre los radios tiene la longitud de éstos, el valor del &ngulo central es un radidn , una circunferencia tiene pues 2n radianes. Angulo central o del centro en la circunferencia El 4&ngulo central o del centro es el que tiene el vértice en
el centro de la circunferencia, siendo sus lados dos radios. En la figura siguiente, vemos que el angulo del centro dibujado, con vértice en O, abarca o subtiende el arco FG . Al respecto, debemos reiterar que “El angulo del centro mide lo mismo que el arco que abarca” . En la misma figura de la derecha se dibujo un angulo inscrito (o« = 37,32) que
subtiende o abarca el mismo arco que el angulo del centro (y = 74,62) ; en dicha situacion (y los valores indicados lo confirman), “ Cuando un angulo inscrito y un dngulo del centro de una circunferencia abarcan el mismo arco, el angulo inscrito vale la mitad que el del centro”. Ver: PSU: Geometria; Pregunta 06 2005 Pregunta 10 2005 Es importante
notar que dos puntos, A y B, sobre una circunferencia determinan dos arcos y, por tanto, dos dngulos centrales: uno céncavo (o = 130,682) y uno convexo (f = 229,322), o los dos iguales, que sumaran 3609 . Los angulos inscritos (y = 65,342y 6 = 114,66 en la figura abajo) que subtienden los mismos arcos que subtienden los dngulos del centro
mencionados, serdn suplementarios, pues sumaran siempre 1802 . Angulo semiinscrito en la circunferencia El 4ngulo semiinscrito tiene el vértice A en la circunferencia, siendo sus lados la recta t tangente en A y la cuerda AB (figura a la izquierda). La tangente, que es perpendicular al radio, es lado de dos 4ngulos semiinscritos y cada uno subtiende
un arco diferente. Un dngulo semiiscrito (en la figura es 6 = 67,52 ) vale la mitad que el dngulo del centro ( a = 1352 ) que abarca el arco AB . N6tese que en la figura estan dados los valores de los dngulos y es facil comprobar lo antes dicho, pero para comprobarlo de modo general, sin saber los valores, calculamos el valor del &ngulo central asi: , por
pertenecer al tridngulo isésceles ABC (recordar que los &ngulos interiores de cualquier tridngulo suman 1809, y que el tridngulo isésceles tiene dos dngulos iguales). Entonces, calculamos el valor del angulo § semiinscrito: El razonamiento es el mismo cuando el angulo semiiscrito (T (zeta) = 112,52) abarca el otro arco definido por AB . Angulo interior
en la circunferencia El angulo interior « tiene el vértice en un punto interior de la circunferencia, en el circulo . Sus lados son dos rectas secantes. El angulo interior , siendo 6 y € los angulos centrales de los arcos (AC y DB) definidos por las rectas secantes. Vamos a comprobarlo: Consideramos el triangulo escaleno AGD : el angulo , pues es el angulo
inscrito que abarca el arco AC ; el &ngulo , pues es el angulo inscrito que abarca el arco DB ; entonces el angulo , por lo tanto, Angulos exteriores a la circunferencia El &ngulo exterior € tiene el vértice (A) en un punto exterior a la circunferencia. Sus lados son dos rectas secantes (AB y AC) . El &ngulo exterior, siendo a y B los dngulos centrales de los
dos arcos definidos por las dos rectas secantes. Vamos a comprobarlo: Consideramos el tridngulo escaleno ADB: el angulo, pues es el dngulo inscrito que abarca el arco ED ; el &ngulo , pues es el dngulo inscrito que abarca el arco BC ; el dngulo, suplementario de CDB ; por lo tanto, el &ngulo Hay otros dos casos de angulos exteriores, seguin sus
lados sean secantes o tangentes a la circunferencia: El angulo exterior circunscrito a (figura de la izquierda) tiene los dos lados tangentes a la circunferencia; « = 1802 — y, siendo y el angulo central BOC definido por las tangentes. Vamos a comprobarlo: El cuadrilatero ABOC cumple, como tal, que la suma de sus dngulos interiores es 3602. Siendo
dos de sus angulos rectos (B y 6) , resulta que 1802 = o + y, luego o = 1802 — y . El dngulo exterior circunscrito y tiene un lado secante y otro tangente a la circunferencia (figura a la derecha). El dngulo exterior , siendo «a y p los dngulos centrales de los arcos definidos por sus lados. Vamos a comprobarlo: Consideramos el tridngulo escaleno ABC : el
angulo , pues es el dngulo inscrito que abarca el arco CD ; el d&ngulo , pues es el angulo suplementario de 6 , &ngulo semiinscrito que abarca el arco BC; el &ngulo Fuente Internet: C3%81ngulos_en las circunferencias.html Los contenidos de Wikillerato estdn disponibles bajo una licencia de Creative Commons . Pueden utilizarse y redistribuirse
libremente siempre que se reconozca su procedencia. Ver: pepemar/angulo/home.htm Los dngulos en la circunferencia son elementos fundamentales en la geometria que nos permiten entender las relaciones y propiedades de las figuras planas. Estos dngulos en la circunferencia tienen aplicaciones en diversas areas, desde la geometria pura hasta la
ingenieria y la fisica. A través de su estudio, no solo se puede aprender sobre sus definiciones y férmulas, sino que también se pueden explorar sus aplicaciones practicas en situaciones cotidianas y en el disefio de estructuras complejas. Aprenderemos sobre los diferentes tipos de dngulos en una circunferencia, como el dngulo central, el &ngulo
inscrito y el &ngulo exterior, y cdmo estos se relacionan con su entorno. Entender estos angulos en la circunferencia no solo es crucial para los estudiantes de matematicas, sino también para cualquier persona que desee comprender mejor el disefio y la funcionalidad de las estructuras geométricas. ¢Qué son los angulos en la circunferencia? Los
angulos en la circunferencia son los dngulos que se forman en o alrededor de una circunferencia. Estos dngulos se pueden clasificar en varias categorias segtin su ubicacion y las lineas que los forman. La comprension de los dngulos en una circunferencia es esencial para resolver problemas geométricos y realizar célculos relacionados con la
circunferencia y los circulos. En esencia, son fundamentales para entender cémo se relacionan las partes de un circulo, incluyendo su radio, didmetro y arcos. Tipos de dngulos en la circunferencia Angulo central: definicién y propiedades El 4&ngulo central es un tipo de angulo en la circunferencia cuyo vértice estd ubicado en el centro del circulo y
cuyas lados son radios que se extienden hacia la circunferencia. Esta caracteristica le da una propiedad distinta: la medida del &ngulo central es directamente igual a la medida del arco del circulo que abarca. Por ejemplo, si un angulo central mide 60 grados, el arco correspondiente también medird 60 grados. Esta relacion es esencial en diversas
aplicaciones, como la creacién de graficos y en navegacién. Angulo inscrito: caracteristicas y teoremas Un &ngulo inscrito es aquel cuyo vértice se encuentra en la circunferencia y sus lados son cuerdas del circulo. La propiedad méas notable del 4ngulo inscrito es que mide la mitad del arco que abarca. Por lo tanto, si un 4ngulo inscrito abarca un arco
de 80 grados, el 4ngulo inscrito medira 40 grados. Un teorema clave relacionado con los dngulos en la circunferencia es que todos los 4ngulos inscritos que abarcan el mismo arco son congruentes, lo que significa que tienen la misma medida sin importar su ubicacién en la circunferencia. Angulo semi-inscrito: conceptos y aplicaciones El 4ngulo semi-
inscrito es un tipo de angulo en la circunferencia donde uno de sus lados es una tangente al circulo y el otro lado es una secante que corta la circunferencia. Este angulo semi-inscrito también mide la mitad del arco que abarca, similar al &ngulo inscrito, pero se aplica en contextos donde se involucran tangentes. La capacidad de calcular los é&ngulos
semi-inscritos es importante en situaciones como el disefio de carriles de carretera y aplicaciones 6pticas como los espejos. Angulo interior: cémo se calcula y su relevancia Los angulos interiores son aquellos cuyo vértice se encuentra en el interior de la circunferencia, formando un dngulo entre dos cuerdas que se cruzan en el interior. La medida de
un angulo interior es igual a la mitad de la suma de los arcos que abarca. Esto significa que si un dngulo interior abarca dos arcos de 70 y 90 grados, su medida sera (70 + 90)/2 = 80 grados. Comprender los angulos interiores es crucial en la resolucién de diversos problemas geométricos, incluidos los tridngulos y poligonos que se inscriben dentro de
un circulo. Angulo exterior: definiciones y propiedades El 4&ngulo exterior es el &ngulo cuyo vértice se encuentra fuera de la circunferencia. Este d&ngulo puede ser formado por dos secantes que se cruzan fuera del circulo, un lado secante y otro tangente o por dos tangentes que se tocan en un tnico punto. Las propiedades de los dngulos exteriores son
interesantes porque permiten calcular su medida como la mitad de la diferencia de los arcos que interceptan. Por ejemplo, para un dngulo exterior que intercepta arcos de 160 y 80 grados, su medida seria (160 - 80)/2 = 40 grados. Esta propiedad es extremadamente ttil en problemas relacionados con la navegacién y las trayectorias de vuelo. Angulo
ex-inscrito: particularidades y aplicacién El angulo ex-inscrito es un caso especial de dngulos en la circunferencia que se forma cuando el vértice del dngulo se encuentra en el exterior de la circunferencia y uno de sus lados es una extension de una secante que corta la circunferencia, mientras que el otro lado es una tangente. Este dngulo ex-inscrito
mide la mitad de la diferencia de las medidas de los arcos que subyacen. Esta propiedad es crucial en el diseno de caminos y en estructuras donde se requiere precision, ya que permite calcular las relaciones angulares con exactitud. Aplicaciones practicas de los angulos en la circunferencia Uso en la geometria Los dngulos en la circunferencia tienen
numerosas aplicaciones en la geometria. Son esenciales para resolver geometria de tridngulos, cuadriladteros y otros poligonos que estan inscritos en o circunscritos alrededor de un circulo. Ademads, las propiedades de los angulos en la circunferencia permiten resolver problemas relacionados con el area y el perimetro de figuras, asi como calcular
distancias en contextos del mundo real, tales como la arquitectura y el disefio grafico. Aplicaciones en la fisica En la fisica, comprender los dngulos en una circunferencia es fundamental para estudiar fendmenos como el movimiento circular y la dindmica de sistemas rotativos. Por ejemplo, los dngulos en la circunferencia son cruciales en la
comprension del movimiento de objetos en trayectorias circulares y en la elaboracion de ecuaciones que describen fuerzas centrifugas y centripetas. Ademas, los investigadores utilizan estos dngulos del circulo para analizar ondas y oscilaciones en campos como la acustica y la éptica. Conclusiones Los angulos en la circunferencia son conceptos clave
en matematicas y fisica que tienen implicaciones en diversas disciplinas. Desde los dngulos centrales hasta los dngulos ex-inscritos, cada tipo de dngulo nos proporciona informacién esencial sobre la geometria de las circunferencias. Comprender estas propiedades y teoremas no solo nos permite resolver problemas geométricos en un dmbito
académico, sino que también se traduce en aplicaciones practicas en la vida cotidiana y en profesiones relacionadas con la ciencia y la tecnologia. Recursos adicionales para profundizar en el tema Si estas interesado en aprender mas sobre los dngulos en la circunferencia y explorar en profundidad su aplicaciones, aqui hay algunos recursos
recomendados: El contenido estd estructurado de acuerdo con las especificaciones solicitadas y utiliza etiquetas HTML para facilitar la lectura y la comprensién. El articulo abarca todos los temas necesarios relacionados con los angulos en la circunferencia, sus tipos y usos practicos. Introduccién a los angulos en la circunferencia Los angulos en la
circunferencia son un aspecto fascinante de la geometria que se encuentra en el corazén de muchas aplicaciones matematicas y practicas. Desde la construccion de estructuras hasta el disefio gréafico, entender los patrones y férmulas que gobiernan estos dngulos es esencial. Pero, ¢qué son exactamente los angulos en la circunferencia? En términos
simples, estamos hablando de la relacidon entre angulos y arcos, una conexion que resulta ser verdaderamente poderosa. A medida que avancemos, desglosaremos conceptos complejos en partes mas pequeinas, mds digeribles, para que puedas ser un maestro en este tema. ;Qué es un angulo en la circunferencia? Un angulo en la circunferencia se
forma cuando dos radios de un circulo se cruzan en su borde. Este d&ngulo se mide en grados y estd directamente relacionado con el arco que corta. Pero, ¢por qué deberiamos preocuparnos por eso? Porque los dngulos no son solo nimeros; son herramientas que nos permiten comprender y manipular el espacio que nos rodea. Imagina que estas
navegando en un barco, y los &ngulos te indican hacia dénde girar: json fundamentales! Tipos de 4ngulos en la circunferencia Angulo central Un &ngulo central es aquel cuyo vértice esté en el centro de la circunferencia y sus lados son radios del circulo. La medida de este 4ngulo es igual a la medida del arco que intercepta en la circunferencia. Por
ejemplo, si el angulo central mide 60 grados, el arco que corta también medira 60 grados. Esto es bastante intuitivo, ¢verdad? Angulo inscrito Por otro lado, un dngulo inscrito tiene su vértice en la circunferencia y sus lados son cuerdas. Aqui la regla es clara: la medida del 4ngulo inscrito es la mitad de la medida del arco que intercepta. ¢;No es
increible cdmo dos figuras completamente diferentes pueden tener una relacién tan sorprendente? Angulos opuestos Leer masPuntos equidistantes en un plano desde un centro fijoSi dos dngulos se forman al interceptar un arco, se llaman dngulos opuestos. En este caso, ambos dngulos mediran lo mismo, lo cual es una propiedad fascinante. Esto se
puede ver en acciones cotidianas, como al cortar una pizza: si cortas dos piezas que interceptan el mismo arco, los angulos en puntos opuestos seran iguales. Propiedades de los angulos en la circunferencia Las propiedades son lo que realmente permite que los matematicos y cientificos se sumerjan en la complejidad de la geometria y encuentren
patrones. Asi que, echemos un vistazo mas profundo a algunas de estas propiedades. Propiedad 1: Relacién entre angulos inscriptos y centrales Como mencionamos antes, el angulo inscrito es siempre la mitad del dngulo central que corta el mismo arco. Este patrén se repite en toda la circunferencia y es fundamental para entender los angulos en la
circunferencia. Te ayuda a visualizar y planificar exactamente como se relacionan los dngulos dentro de un circulo. Propiedad 2: Suma de los dngulos opuestos La suma de los dngulos opuestos en un mismo arco siempre equivale a 180 grados. Tiene un paralelismo bastante cercano con las propiedades de los tridngulos, ¢no crees? Estos patrones son
la clave para resolver problemas mas complejos en geometria. Formulas clave para angulos en la circunferencia Las formulas hacen que el analisis de los angulos en la circunferencia sea mucho mas facil. No hay necesidad de memorizar todo. Al entender algunas formulas clave, estaras listo para cualquier reto matematico que enfrentes. Formula del
angulo central Leer masFigura con un perimetro de 32 unidadesLa medida del angulo central es igual a la medida del arco, expresada en grados: Angulo central = Medida del arco Férmula del angulo inscrito La medida del angulo inscrito es la mitad de la medida del arco que corta: Angulo inscrito = 1/2 * Medida del arco Férmula para éngulos
opuestos Los angulos opuestos son iguales: Angulo 1 = Angulo 2 Ejemplos préacticos Veamos algunas situaciones cotidianas donde podemos encontrar estas propiedades y férmulas en accién. Imagina que estés disefiando una rueda de bicicleta, donde cada dngulo que utilices ayuda a mantener un equilibrio preciso. Ejemplo 1: Disefio de circulos en
ingenieria Cuando los ingenieros crean estructuras circulares, deben asegurarse de que todos los angulos inscriptos y centrales se alineen perfectamente. De lo contrario, podrias terminar con una rueda que se desbalancea al rodar. Claro que hay experiencia y célculo detras de esto, pero al final del dia, se basa en entender los principios de angulos
en la circunferencia. Ejemplo 2: Artes visuales Los artistas también utilizan dngulos en sus obras, ya que un simple cambio en un angulo puede alterar la percepcion de una imagen. Por ejemplo, al definir elementos en un circulo, como patrones o mandalas, comprender estos angulos puede hacer que el disefio se vea mucho mas armonioso.
Aplicaciones de los angulos en la circunferencia Ahora que hemos aprendido sobre los dngulos en la circunferencia y las férmulas que los rigen, es hora de ver cémo se aplican estas ideas en el mundo real. La geometria no es solo una coleccién de reglas; es una disciplina que se utiliza cada dia en diversas industrias. Arquitectura En arquitectura, el
diseno de espacios implica la medida exacta de dngulos para garantizar que las estructuras sean estables y atractivas. Cada arco, cada ventana y cada entrada se basa en estos principios geométricos. La navegacién también se basa en angulos en la circunferencia, usando coordenadas polares y cartografia. L.os navegantes deben calcular angulos
precisos para llegar a sus destinos, asegurando que no se pierdan en el mar abierto. Tecnologia y programacién Incluso en programacion de computadoras, los dangulos tienen un papel fundamental. Desde graficos por computadora hasta el desarrollo de videojuegos, el calculo de dngulos en la circunferencia ayuda a dar vida a las imagenes y
experiencias interactivas. Resumiendo Hemos cubierto una gran cantidad de informaciéon sobre dngulos en la circunferencia, desde qué son hasta sus propiedades y aplicaciones practicas. Pero antes de cerrar este capitulo, vale la pena reflexionar. ¢No es sorprendente cémo un simple concepto geométrico puede tener tantas aplicaciones y
profundidades? ¢Los dngulos en la circunferencia siempre son medidos en grados? Generalmente, si. La mayoria de las medidas de dngulos en la circunferencia se expresan en grados, aunque en matematicas avanzadas también se utilizan radianes. ;Como puedo determinar el arco asociado a un dngulo inscrito? Para calcular el arco asociado,
simplemente multiplica la medida del dngulo inscrito por 2. jAsi de simple! ¢Por qué son importantes los dngulos inscriptos en el disefio grafico? Los angulos inscriptos pueden afectar la simetria y el equilibrio visual de un diseno, haciendo que el arte sea mas atractivo a los ojos. ¢Puedo usar las propiedades de los dngulos en la circunferencia para
resolver problemas de la vida real? Absolutamente. Conocer estas propiedades puede ayudarte a abordar todo, desde problemas de disefio hasta calculos en la ingenieria y la navegacion. ¢Existen otros tipos de dngulos que se relacionan con la circunferencia? Si, hay mas tipos de dngulos, como los dngulos externos e internos, que tienen propiedades
Unicas y ofrecen perspectivas adicionales sobre los circulos y sus interacciones. Este articulo esta optimizado para SEO y presenta un estilo conversacional que promueve la participacién del lector. Se incluye una variedad de encabezados, ejemplos y preguntas frecuentes para mantener el contenido interesante y accesible. Dados un dngulo y una
circunferencia nos podemos preguntar si podemos calcular la magnitud del angulo dado con algtn angulo que tenga como vértice el centro de la circunferencia dada. En esta entrada estudiaremos algunos resultados que nos permitiran establecer dicha relacién. Definicién 1. Un dngulo central en una circunferencia es un dngulo formado por dos
radios. Denotamos a una circunferencia con centro en $0$ como $\Gamma (0)$. Definicién 2. Decimos que un segmento es una cuerda de una circunferencia si sus extremos pertenecen a la circunferencia y el segmento no contiene al centro de la circunferencia, si contiene al centro entonces es un didmetro. Un angulo inscrito en una circunferencia
es un angulo formado por dos cuerdas o una cuerda y un didmetro que tienen un extremo en comun sobre la circunferencia. Teorema 1, de la medida del &ngulo inscrito. Un dngulo inscrito en una circunferencia es igual a la mitad del angulo central que abarca el mismo arco de circunferencia. Demostracion. Sea $\angle CBA$ un angulo inscrito en
$\Gamma (0)$. Caso 1. $BC$ es diametro, entonces $\triangle AOB$ es isésceles y por tanto $\angle BAO = \angle CBA$. Figura 1 Como $\angle COA$ es un angulo exterior de $\triangle AOB$ entonces es igual a la suma de los dngulos interiores no adyacentes a €él, $\Rightarrow \angle COA = \angle CBA + \angle BAO = 2\angle CBA$$\Rightarrow
\angle CBA = \dfrac{\angle COA}{2}$. Caso 2. Ambos lados del &ngulo son cuerdas, trazamos el didmetro $BO$ y consideramos $D = BO \cap \Gamma (0)$. Si $AB$ y $BC$ estan en un mismo lado respecto de $BD$ (izquierda figura 2), entonces $\angle CBA = \angle DBA - \angle DBC$ y por el caso 1,$\Rightarrow \angle CBA = \dfrac{\angle DOA}
{2} - \dfrac{\angle DOC}{2} = \dfrac{\angle COA}{2}$. Figura 2 Si $AB$ y $BC$ estan en lados distintos respecto de $BD$ (derecha figura 2), entonces $\angle CBA = \angle CBD + \angle DBAS$ y por el caso 1,$\Rightarrow \angle CBA = \dfrac{\angle COD} {2} + \dfrac{\angle DOA} {2} = \dfrac{\angle COA}{2}$. $\blacksquare$ Definicion 3.
Decimos que una recta es tangente a una circunferencia en un punto si la recta es perpendicular al radio que pasa por el punto. Definicién 4. Decimos que un dngulo es semiinscrito en una circunferencia, si el &ngulo estd formado por una recta tangente a la circunferencia y una cuerda que tiene como extremo el punto de tangencia. Teorema 2, de la
medida del dngulo semiinscrito. Un dngulo semiinscrito en una circunferencia es igual a la mitad del angulo central que abarca el mismo arco de circunferencia. Demostracién. Sea $\angle CBA$ un dngulo inscrito en $\Gamma (0)$, con $AB$ tangente a $\Gamma (O)$ en $B$, consideremos $D = BO \cap \Gamma (0)$. Figura 3 $\angle DBC$ es
inscrito, por el teorema 1, $\angle DBC = \dfrac{\angle DOC}{2}$$\Rightarrow \angle CBA = \angle DBA - \angle DBC = \dfrac{\pi}{2} - \dfrac{\angle DOC} {2} $$= \dfrac{\angle DOB}{2} - \dfrac{\angle DOC} {2} = \dfrac{\angle COB}{2}$. Por otro lado, consideremos $A’ \in AB$ pero del lado opuesto a $A$ respecto de $B$, entonces,$\angle
A’BC = \angle ABD + \angle DBC = \dfrac{\pi}{2} + \dfrac{\angle DOC}{2}$$= \dfrac{\angle BOD}{2} + \dfrac{\angle DOC}{2} = \dfrac{\angle BOC}{2}$. $\blacksquare$ Definicion 5. Si el vértice de un angulo estd en el interior de una circunferencia decimos que el angulo es interior a la circunferencia. Teorema 3, de la medida del angulo
interior. Un angulo interior a una circunferencia es igual a la semisuma del &ngulo central que abarca el mismo arco que el dngulo interior y del &ngulo central que abarca el mismo arco que el opuesto por el vértice. Demostracién. Sea $\angle ABC$ un angulo interior a $\Gamma (O)$ con $A$, $C \in \Gamma (O)$, consideremos $A’ = AB \cap
\Gamma (0)$ y $C’ = CB \cap \Gamma (0)$. Figura 4 Como $\angle ABC$ es un angulo exterior de $\triangle A’'BC$ es igual a la suma de los dngulos interiores no adyacentes a él, ademas $\angle AA’C$ y $\angle A’CC’$ son inscritos y por el teorema 1,$\Rightarrow \angle ABC = \angle AA’C + \angle A’CC’ = \dfrac{\angle AOC + \angle A’OC’}{2}$.
$\blacksquare$ Definicidén 6. Una recta secante a una circunferencia es una recta que la interseca en dos puntos distintos. Definicién 7. Decimos que un angulo es exterior a una circunferencia si su vértice se encuentra fuera de la circunferencia y los lados que forman el &ngulo son tangentes o secantes a la circunferencia. Teorema 4, de la medida
del dngulo exterior. Un angulo exterior a una circunferencia es igual a la mitad de la diferencia de los dngulos centrales que abarcan arcos cuyos extremos son las intersecciones de cada lado del angulo con la circunferencia. Caso 1. Ambos lados del d4ngulo son secantes a la circunferencia. Demostracion. Sea $\angle BAC$ un angulo exterior a
$\Gamma (0)$. Supongamos que $B$, $C \in \Gamma (O)$ y consideremos $B’ = AB \cap \Gamma (0)$ y $C’ = AC \cap \Gamma (0)$. Veamos primero el caso particular en el que $CC’$ es diametro entonces $\angle BC'C$ es un dngulo exterior de $\triangle AC’B$, por tanto,$\angle BC'C = \angle A + \angle C’'BB’$ Figura 5 Como $\angle BC'C$ y
$\angle C’'BB’$ son angulos inscritos, por el teorema 1,$\Rightarrow \angle A = \angle BC’C - \angle C’'BB’ = \dfrac{\angle BOC - \angle C’'OB’}{2}$. Para el caso general sean $D$ y $E$ las intersecciones de $A0$ con $\Gamma (0)$. Si $B$ y $C$ estan en lados distintos respecto de $DE$ (izquierda figura 6), entonces$\angle A = \angle BAE +
\angle EACS$, y por el caso particular,$\Rightarrow \angle BAE = \dfrac{\angle BOE - \angle DOB’}{2}$ y $\angle EAC = \dfrac{\angle EOC - \angle C’OD}{2}$$\Rightarrow \angle A = \dfrac{\angle BOE + \angle EOC - (\angle C’OD + \angle DOB’)}{2} = \dfrac{\angle BOC - \angle C'OB’}{2}$. Figura 6 Si $B$ y $C$ estan en el mismo lado respecto
de $DE$ (derecha figura 6), entonces$\angle BAC = \angle BAE - \angle CAE$ y por el caso particular, $\angle BAE = \dfrac{\angle BOE - \angle DOB’}{2}$ y $\angle CAE = \dfrac{\angle COE - \angle DOC’}{2}$$\Rightarrow \angle A = \angle BAC = \dfrac{(\angle BOE - \angle COE) - (\angle DOB’ - \angle DOC’)}{2} = \dfrac{\angle BOC - \angle
C’OB’}{2}$. $\blacksquare$ Caso 2. Ambos lados del angulo son tangentes a la circunferencia. Demostracion. Sea $\angle BAC$ un dngulo exterior a $\Gamma (0)$. Supongamos que $B$, $C \in \Gamma (O)$ y consideremos $D$ y $E$ las intersecciones de $A0$ con $\Gamma (O)$. Figura 7 Como $\angle BDE$ y $\angle EDC$ son angulos
exteriores de $\triangle ADB$ y $\triangle ADC$ respectivamente, entonces$\angle BDE = \angle BAD + \angle DBA$ y $\angle EDC = \angle DAC + \angle ACD$$\Rightarrow \angle A = \angle BAD + \angle DAC = (\angle BDE - \angle DBA) + (\angle EDC - \angle ACD)$$ = (\angle BDE + \angle EDC) - (\angle ACD + \angle DBA) = \angle BDC -
(\angle ACD + \angle DBA)$ $\angle ACD$ y $\angle DBA$ son angulos semiinscritos y $\angle BDC$ es un angulo inscrito, por los teoremas 1 y 2 tenemos$\angle ACD = \dfrac{\angle COD}{2}$, $\angle DBA = \dfrac{\angle DOB}{2}$ v $\angle BDC = \dfrac{\angle BOC}{2}$, $\Rightarrow \angle A = \dfrac{\angle BOC - (\angle COD + \angle
DOB)} {2} = \dfrac{\angle BOC - \angle COB}{2}$. $\blacksquare$ Caso 3. Un lado del dngulo es tangente a la circunferencia y el otro es secante. La demostracion de este caso queda como ejercicio. Proposicién 1. Dos angulos ya sean inscritos o semiinscritos que abarcan el mismo arco de circunferencia son iguales. Demostracién. Por los teoremas
1y 2, un angulo inscrito y un dngulo semiinscrito son iguales a la mitad del dngulo central que abarca el mismo arco, si dos angulos abarcan el mismo arco entonces el &ngulo central es el mismo para ambos y por transitividad son iguales. $\blacksquare$ Figura 8 Teorema 5, de Tales. Sean $A$, $B$ y $C$ puntos distintos en una circunferencia
entonces $BC$ es didmetro siy solo si $A$ es un angulo recto. Demostracién. Sea $\Gamma (0)$ la circunferencia a la que pertenecen $A$, $B$ y $C$, el resultado se sigue del hecho de que el dngulo central que abarca el mismo arco que $\angle A$ es $\angle BOC$ y aplicar el teorema del d&ngulo inscrito. $\blacksquare$ Figura 9 Problema. Dado
un circulo $\Gamma$ construir su centro. Solucién. Construimos dos dngulos rectos inscritos en la circunferencia, tomando dos puntos distintos como vértice. Por el teorema de Tales, las intersecciones de los lados de cada dngulo formaran dos didmetros distintos de la circunferencia y su interseccion sera el centro de la circunferencia.
$\blacksquare$ Figura 10 Proposicion 2. Las rectas tangentes trazadas desde un punto exterior a una circunferencia son iguales. Demostracién. Sean $\Gamma (O)$ y $A$ un punto exterior, por $A$ trazamos $AB$ y $AC$ tangentes a $\Gamma (O)$ en $B$ v en $C$ respectivamente (figura 7). Consideremos los radios $OB$ y $OC$ entonces $OB =
0C$, y por definicién de tangencia, $OB \perp AB$ y $OC \perp AC$. Los tridngulos rectangulos $\triangle AOB$ y $\triangle AOC$ tienen a $A0$ como lado en comun, por criterio de congruencia hipotenusa-cateto $\triangle AOB \cong \triangle AOC$, por tanto, $AB = AC$. $\blacksquare$ Apoyandonos de los resultados vistos aqui, en la siguiente
entrada daremos una caracterizacion de arco de circunferencia y veremos la circunferencia de Apolonio. A continuacién hay algunos ejercicios para que practiques los conceptos vistos en esta entrada. Te sera de mucha utilidad intentarlos para entender més la teoria vista. Sean $A$ y $C$ dos puntos fijos en una circunferencia, muestra que para
cualesquiera dos puntos $B$ y $D$ en la misma circunferencia se tiene que $\angle ABC = \angle ADC$ o $\angle ABC$ y $\angle CDA$ son suplementarios. Prueba que una recta es tangente a una circunferencia si y solo si la recta y la circunferencia tienen un solo punto en comun. Demuestra el teorema 4 en el caso en el que el un lado del dngulo
exterior es secante a la circunferencia y el otro es tangente, es decir, en la figura 11 muestra que $\angle BAC = \dfrac{\angle BOC - \angle COD}{2}$. Figura 11 Dados una circunferencia y un punto fuera de ella, construye las rectas tangentes a la circunferencia dada trazadas desde el punto dado. Sean $\triangle ABC$, $K$ la interseccién de la
altura trazada desde $A$ con el circuncirculo de $\triangle ABC$ y $H$ el ortocentro de $\triangle ABC$, muestra que $BC$ biseca a $HK$. Figura 12 Santos, J., Tesis Geometria del Cuadrilatero. 2010, pp 133-140. Gomez, A. y Bulajich, R., Geometria. México: Instituto de Matematicas, 2002, pp 34-40. Wikipedia Geometria interactiva Trabajo
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